
hf. J. Heot Mars Transfer. Vol. IO, PP. 867-875. Pergamon Press Ltd. 1967. Printed in Great Britain 

PROGRAMME OPTIMAL POUR LE CHAUFFAGE 
DES CORPS 

L. K. CLOUCHKOVt et M. D. MIKHAILOVS 

(ReCu le I Septembre 1966) 

R&sum&On d&ermine la variation de la temptrature du milieu chauffant, rkcessaire pour porter un 
corps & une tempkrature don&e en un temps minimal. Les rCsultats sont donnCs pour une plaque, un 

cylindre et une sphere. 

coordonnke ; 
temps ; 

NOTATIONS 

tempkrature au point de coordonnke I & l’instant z ; 
facteur de forme respectivement Cgal A 0, 1,2 pour la plaque, le cylindre et la sphbre 
coeffkient de conductibilitk thermique ; 
diffusivitk thermique ; 
coeffkient de convection ; 
tempkrature du milieu chauffant ; 
tempkrature maximale et minimale du milieu chauffant ; 
temperature initiale du corps; 
tempkrature donnte, qui doint itre atteinte A la fin du chauffage; 
demi-kpaisseur de la plaque. rayon du cylindre ou de la sphere; 

coordonrke sans dimensions ; 

temperature relative du corps 
( 
6 = t(r, 4 - t, . 

t, - t, > ’ 

tempkature relative du milieu chauffant 

nombre de Biot Bi = v ; 

( ) 

nombre de Fourier 

1. INTRODUCMON 

LA CHAUFFE rapidement et uniforme des lingots avant laminage est d’une grande importance. Une 
chauffe accCltr&e amkliore la structure de l’acier, rCduit l’oxydation et la dkcarbonisation. L’uni- 
formisation de la tempkrature des lingots amkliore la qualit du laminage et diminue l’usure des 
cylindres du laminoir. Cela conduit au problbme de la programmation d’un chauffage optimal 
assurant, en un temps minimal, une tempkrature uniforme dans toute la masse du corps. 

t Centre de Calcul, Sofia, Bulgarie. 
$ Institut Suptrieur de MCcanique Appliquke et d’Electrotechnique, Sofia, Bulgarie. 
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Le probleme de la programmation optimale des systbmes a parametres distribues est trait6 dans 
les articles de Egorov [1, 21. Ses rksultats ont Cte utihstk dans [3,4-j qui donnent la solution dans 
le cas de la plaque. Nous prksentons une solution generaliske valable pour la plaque, le cylindre et 
la sphere. Les rtsuitats ont CtC tabuks par un caiculateur numerique. A l’aide de ces tables, la 
solution analytique permet aisement de trouver un regime optimal de chauffage dans un cas concret. 

2. THEORIE MATHEMATIQUE DU PROBLEME 

Le champ thermique du corps chauffe peut etre decrit par l’equation de la chaleur : 

ate, 4 

i 

a2ttr, r) + rat@, z) 
-------=a ___ 

az ar2 I F---z-- - (1) 

En raison de la symetrie de la courbe de distribution de la temperature a chaque instant, on a : 

dt(O. 7) o 

ar= . 0) 

A l’instant initial, la temperature est la mCme en tout point du corps, et elle est gale ri: 

tfr, 0) = t,. (3) 

L’echange de chaleur entre la surface du corps et le milieu ambiant suit la loi de Newton: 

1 WR, r) 
-T&--- + h[t(R, r) - tf(?)J = 0. 

La temperature du milieu chauffant peut varier entre les limites suivantes: 

t/t < Q(r) ,< tJz. (5) 

I1 faut trouver une loi de variation de la temperature du milieu chauffant, telle que l’on obtienne 
une temperature don&e et uniforme du corps en un temps minimal. 

Les equations et les conditions (1) a (5) s’ecrivent sous forme non-dimensionnelle: 

ae(r, Fo) = a2WI, Fo) + 1: _a&& Fo) 
dFo 852 5 at ’ 

(6) 

aeio, ~0) 
=o,e(<,o)=-1, 

ae(l, Fo) 

at x 
+ Si[e(l, Fo) - t$(Fo)] = 0, 

La variation relative de I’enthalpie est don&e par : 

Q = (r + 1) 
Qo s 

5r eg, Fo) de. 

0 

La qualite du chauffage est determinke par la grandeur de la fonctionnelle : 

f = (I- + l)/ rr @(<, Fo) d& 

(7) 

(8) 

(9) 

00) 
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Nous utiliserons pour le probleme de la programmation optimale des grandeurs sans dimensions. 
L’equation de la chaleur (6) est don&e avec les conditions aux limites (7). On doit trouver la 
fonction, satisfaisant la condition (8) telle que la fonctionnelle (10) atteigne sa valeur minimale en 
un temps minimal Fo,. Ce qui revient a satisfaire A la condition: 

pour06 5 f 1. 

3. SOLUTION ET DISCUSSION 

La solution de l’equation (6) avec les conditions aux limites (7) est : 

fX& f’o) = $, 4 41-@,5){ - 1 + ~,@‘o*J exp (/if Fo*) d(cLf Fo*)) exp ( - pi Fo) (12) 

oh: 

et oh sont les racines de l’equation caracteristique : 

(13) 

(14) 

Les fonctions c#+@) et V&L) sont definies dans la reference (5). 

40(P) = cos p, 41(P) = Jo(P), (#j2(p) = !y; 

V,(P) = sin K VI(P) = JAI-4 h(P) = 
- p cosp2+ sin p 

p2 
Pour satisfaire l’identite (1 l), il faut et il suftit que tous les termes de la s&e (12) s’annulent, 

c’est-a-dire que le systeme infini d’equations : 

- 1 + ‘7 BJFo*) exp (pz Fo*) d(pL,Z Fo*) = 0, 
0 

(15) 

soit satisfait, et que le temps Fo, soit le plus petit possible. 
Dans les references [l] et [2] on demontre, que la fonction B/(Fo) reste comprise entre ses 

grandeurs limites 0,, et 0,,, et qu’elle possede un nombre infini mais denombrable de points de 
discontinuite (de commutations) dans l’intervalle [0, Fo,]. Le point Foe est un point limite de 
commutation, par suite [lim ( Fo, - Fo,_ 1 ( = 0] Fo, et Fo,_ 1 sont deux points voisins de la 

commutation de la fonct:iz(Jf (Fo). Puisque le problbme a resoudre est le chauffage optimal, la 
fonction B,-(Fo) doit, dans l’intervalle [0, Fo,] prendre la valeur 8,,, dans l’intervalle [Fo,, Fo,] 
- 8,, etc. De cette facon, nous connaissons a l’avance la forme de la fonction 8,(Fo) (Fig 1). En 
introduisant une fonction de cette forme dans (15) et en integrant, nous obtenons un systeme infini 
d’tquations transcendantes : 

e,, exp (12 Fo,) - e,, + e,, exp CP. Fo,) - e,, exp bL,z Fo,) + . . 

+ OfI exp (j.~: Fo23 - 0,, exp ol.’ Fo,,- J = 1. (16) 
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FIG. 1. 

Aprb des transformations convenables, on arrive g : 
2k-1 

c (- l)if’ exp (Pi Foj) + 
Bfl 1 + of2 

eJ2 - eJl 
exp (pi Fo2k) = 

of2 - es1 

j= 1 

(17) 

En posant : 

e/1 4 - tfl 
K = - ef, - ef, = tf2 

- 

1 

L = 1 + e,2 _ t/2 - to 

- tJ1 ef2 - eJ1 tf2 - t/1 

le systbme (17) devient : 

2k-1 

jzl (- I)‘+ 1 exp (pi Foj) - K exp (&f Fo2k) = L. (18) 

En raison de 1’inkgalitC p1 < p2 < . -c pL,, la sCrie est rapidement convergente. et g partir d’un 
moment don& les termes de puissance ClevCe deviennent infiniment petits par rapport aux premiers 
termes de la sCrie. Cela assure une convergence rapide des points de commutation de la fonction 
8,(Fo) et explique pourquoi les premiers intervalles oti la fonction ef(Fo) garde le mtme signe 
couvrent la majeure partie du temps du processus d’optimisation. Du fait de la rCduction rapide 
du nombre de termes de la sCrie (12). il s&it de rCsoudre le systkme infini (18) pour les premieres 
Cquations seulement. Si k est assez grand, pour les k + 1 Cquations, tous les points de commutation 
de la fonction 8,(Fo) se dbplaceront d’une distance infiniment petite. 

Le cas le plus important dans le travail des mCtaux g chaud est celui oti un corps ti tempbrature 
initiale 6gale g la temptrature ambiante t/l = t o est chauffb dans des fours ZI tempkrature constante 
puis refroidi avant le laminage. On a rCsolu dans ce cas (15 = 1) le systime infini (18) & l’aide de 
l’ordinateur “Minsk 22” pour 2 et 4 intervalles oh la fonction ef(Fo) garde le mZme signe, et calcult 
la fonctionnelle (10). Les racines de 1’Cquation (14) nCcessaires pour le calcul ont BtC tiri?es des tables 
le plus prCcises, celles de Grigull [6]. 

Les rCsultats de ces calculs ont montrC que dans la plupart des cas, les deux premiers intervalles 
conduisent g une prtcision satisfaisante pour les applications techniques. Les solutions pour la 
plaque, le cylindre et la sph&re sont donnbes dans les Tables 1,2 et 3. On donne aussi les valeurs de 
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la fonctionnelle (10) calculees a partir de la formule: 

{ev C-d (Fo2 - Fe)] - exp (-& Fo,) - K)‘. (19) 

EXEMPLE NUMERIQUE 

On desire porter un arbre de diametre d = 0,2 m a la temperature t, = 820°C. A l’instant initial, 
la temperature de l’arbre est &gale a la temperature ambiante t/r = 20°C. Le chauffage est realise 
dans un four a temperature t.f2 = 1020°C. On suppose que pendant le chauffage les coefficients 
h, I, a restent constants et sont : 

h = 300 W/m2 “C, I = 30 W/m “C, a = 0,03 m’/h. 

Calculons la valeur des nombres Bi et K 

& zhA = 1 
1 ’ 

K= tc - tfl = 0,g 
tJ2 - tJl 

A l’aide de la Table 2, nous trouvons les valeurs : Fo 1 = 1,07724, Fo, - Fo 1 = 0,01341. 
En passant a un temps reel, nous obtenons : z = Fo(R2/a). 
Par consequent, l’arbre doit rester dans le four 1293 s, puis 16 s dans l’air ambiant. 
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Abstract--The variation of heating medium temperature, necessary to raise a body at a given temperature 
in a minimum time, is determined. The results ate given for a plate, a cylinder and a sphere. 

Zusamrnenfassung-Fiir die Erwarmung eines Kijrpers auf vorgegebene Temperatur in ktirzester Zeit 
wird der Temperaturverlauf der heizenden Umgebung bestimmt Die Ergebnisse werden fiir Platte, 

Zylinder und Kugel mitgeteilt. 

Axiamaqax-HanfeHeme TemnepaTypbr rperomefi cper[ka 0npe~enfreTcrr Tan, 9~06br AocTrrrb 
sa~arinofi TemnepaTypbr nonremennoro B cpeny Tena aa ~03~0r+i~o KopoTuoe npenrrr. HpH- 

BOASITCJI Ta6nunn ~nrr nnacTrrnbl, nnnnaApa II mapa. 


