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PROGRAMME OPTIMAL POUR LE CHAUFFAGE

DES CORPS

L. K. GLOUCHKOV?t et M. D. MIKHAILOV}

(Regu le 7 Septembre 1966)

Résumé—On détermine la variation de la température du milieu chauffant, nécessaire pour porter un
corps a4 une température donnée en un temps minimal. Les résultats sont donnés pour une plaque, un

Fo,

cylindre et une sphere.

NOTATIONS

coordonnée;

temps ;

température au point de coordonnée r a I'instant t;

facteur de forme respectivement égal 4 0, 1, 2 pour la plaque, le cylindre et la sphére ;
coefficient de conductibilité thermique;;

diffusivité thermique;

coefficient de convection ;

température du milieu chauffant;

température maximale et minimale du milieu chauffant;
température initiale du corps;

température donnée, qui doint étre atteinte a la fin du chauffage;
demi-épaisseur de la plaque. rayon du cylindre ou de la sphere;

coordonnée sans dimensions;

, . tr, 1) —t
température relative du corps (6 = —%—%),
¢~ to

température relative du milieu chauffant (6 n =tft(r%é) ;
(]
.R
nombre de Biot (Bi = —h—'-{—),

nombre de Fourier (F 0= %)

1. INTRODUCTION

LA CHAUFFE rapidement et uniforme des lingots avant laminage est d’une grande importance. Une
chauffe accélérée améliore la structure de I’acier, réduit I'oxydation et la décarbonisation. L uni-
formisation de la température des lingots améliore la qualité du laminage et diminue 'usure des
cylindres du laminoir. Cela conduit au probléme de la programmation d’un chauffage optimal
assurant, en un temps minimal, une température uniforme dans toute la masse du corps.

t Centre de Calcul, Sofia, Bulgarie.
1 Institut Supérieur de Mécanique Appliquée et d’Electrotechnique, Sofia, Bulgarie.
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Le probléme de la programmation optimale des systémes a paramétres distribués est traité dans
les articles de Egorov [1, 2]. Ses résultats ont été utilisés dans [3, 4] qui donnent la solution dans
le cas de la plaque. Nous présentons une solution généralisée valable pour la plaque, le cylindre et
la sphére. Les résuitats ont ét€ tabulés par un calculateur numérique. A I'aide de ces tables, la
solution analytique permet aisément de trouver un régime optimal de chauffage dans un cas concret.

2. THEORIE MATHEMATIQUE DU PROBLEME
Le champ thermique du corps chauffé peut étre décrit par 'équation de la chaleur:

otr, 1) *tr,ty I otr,7)
ot —a{ or? +r or | M
En raison de la symétrie de la courbe de distribution de la température a chaque instant, on a:
o0, 1) _o 2)
or
A P'instant initial, la température est la méme en tout point du corps, et elle est égale a:

Hr.0) = t,. (3)

L’échange de chaleur entre la surface du corps et le milieu ambiant suit la loi de Newton:

)

A “R "4 W[HR.7) ~ t()] = . )

La température du milieu chauffant peut varier entre les limites suivantes:
tr S tAT) <ty &)

11 faut trouver une loi de variation de la température du milieu chauffant, telle que [’on obtienne
une température donnée et uniforme du corps en un temps minimal.
Les équations et les conditions (1) a (5) s’écrivent sous forme non-dimensionnelle :

o8¢, Fo) d*6(¢, Fo) + I' 06(¢, Fo)

dFo ~  a¢ & o ©)
900, Fo)=0‘ B(E,0)=— LM + Bi[6(1, Fo) — 8,(Fo)] = 0, N
o o
0,1 < 84Fo) < b, 8)
La variation relative de I'enthalpie est donnée par:
L _r+ f & §(&. Fo) de. o)
8

La qualité du chauffage est déterminée par la grandeur de la fonctionnelle:

=+ 1) | & 6%¢ Foyde. (10)
0
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Nous utiliserons pour le probléme de la programmation optimale des grandeurs sans dimensions.
L’équation de la chaleur (6) est donnée avec les conditions aux limites (7). On doit trouver la
fonction, satisfaisant la condition (8) telle que la fonctionnelle (10) atteigne sa valeur minimale en
un temps minimal Fo,. Ce qui revient a satisfaire a la condition:

0(&, Fog) =0 (11)
pour0< < 1.
3. SOLUTION ET DISCUSSION

La solution de I’équation (6) avec les conditions aux limites (7) est:

0EFo) = §. Ay brluad){— 1 + ['0,(Fo") exp (i Fo*) it Fomlhexp (— w2 Fo)  (12)

ou:
4 = 2Viu,) (13)
" {VHm) + SR} + (1 — D) drlu,) Vidp,)
et ou sont les racines de I’équation caractéristique:
or(p) _ n
T = 14
Vi) " Bi 19

Les fonctions ¢{u) et V{(u) sont définies dans la référence (5).

Polw) =cosp, i) = Jolw),  Palu) = S—lz_ﬂ;

. ~ pcosu’+ sin u
w =sinp,  WVw=J,w, VW= 2

Pour satisfaire I'identité (11), il faut et il suffit que tous les termes de la série (12) s’annulent,
c’est-3-dire que le systéme infini d’équations:

Foq
~ 14 [ 0Fo* exp(u} Fo*)d(u? Fo*) = 0, (15)
0
soit satisfait, et que le temps Fo, soit le plus petit possible.

Dans les références [1] et [2] on démontre, que la fonction 6(Fo) reste comprise entre ses
grandeurs limites 0., et 8,,, et qu’elle poss¢de un nombre infini mais dénombrable de points de
discontinuité (de commutations) dans l'intervalle [0, Fo,]. Le point Fo, est un point limite de
commutation, par suite[lim|Fo, — Fo,_, | = 0] Fo, et Fo,_, sont deux points voisins de la

k=

commutation de la fonction 8, (Fo). Puisque le probléme a résoudre est le chauffage optimal, la
fonction 6 {Fo) doit, dans V'intervalle [0, Fo,] prendre la valeur 6,,, dans I'intervalle [Fo,, Fo,]
— 8, etc. De cette fagon, nous connaissons a ’'avance la forme de la fonction 6,(Fo) (Fig. 1). En
introduisant une fonction de cette forme dans (15) et en intégrant, nous obtenons un systéme infini
d’équations transcendantes:

0,, exp (12 Fo,) — 0,5 + 0, exp (12 Fo,) ~ 0, exp (u? Fo,) + ...
+ 0,y exp (u? Fo,,) — 6,y exp (U2 Foy—y) = 1. (16)
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Aprés des transformations convenables, on arrive a:

2k—-1
; 0 148
Z(— 1¥* ' exp (12 Fo) +b——’—10—exp(u3 Foy) =—é——g—2- (17)
— 2~ Vri f2 7 Vst
7=
En posant:
K:— 6{1 =tc~tf1 L:1+9f2=tf2—t0
0[2 - 0]'1 th - tfl 0f2 - 0f1 tf2 - tfl
le systéme (17) devient:
2k—1 ]
Y. (= 1y* ' exp (42 Fo) — K exp (u? Foy,) = L. (18)

=1

En raison de I'inégalité u;, < g, < ... < y,, la série est rapidement convergente, et a partir d’un
moment donné les termes de puissance élevée deviennent infiniment petits par rapport aux premiers
termes de la série. Cela assure une convergence rapide des points de commutation de la fonction
6 (Fo) et explique pourquoi les premiers intervalles out la fonction 6,(Fo) garde le méme signe
couvrent la majeure partie du temps du processus d’optimisation. Du fait de la réduction rapide
du nombre de termes de la série (12), il suffit de résoudre le systéme infini (18) pour les premiéres
équations seulement. Si k est assez grand, pour les k + 1 équations, tous les points de commutation
de la fonction 0(Fo) se déplaceront d’une distance infiniment petite.

Le cas le plus important dans le travail des métaux a chaud est celui ot un corps a température
initiale égale 4 la température ambiante ¢, = t, est chauffé dans des fours & température constante
puis refroidi avant le laminage. On a résolu dans ce cas (L = 1) le systéme infini (18) a I'aide de
I'ordinateur “Minsk 22" pour 2 et 4 intervalles ol la fonction 6 (Fo) garde le méme signe, et calculé
la fonctionnelle (10). Les racines de I’équation (14) nécessaires pour le calcul ont été tirées des tables
le plus précises, celles de Grigull [6].

Les résultats de ces calculs ont montré que dans la plupart des cas, les deux premiers intervalles
conduisent 4 une précision satisfaisante pour les applications techniques. Les solutions pour la
plaque, le cylindre et la sphére sont données dans les Tables 1. 2 et 3. On donne aussi les valeurs de
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la fonctionnelle (10) calculées a partir de la formule:

Ar +1)

ﬁz 1-r 2
_ {1 +(Bi> BT }(""K)

n=1
{exp[—p2(Fo, — Fo,)] — exp(—p2 Fo,) — K}%..  (19)

I =

EXEMPLE NUMERIQUE

On désire porter un arbre de diameétre d = 0,2 m a la température ¢, = 820°C. A l'instant initial,
la température de 1’arbre est égale 4 la température ambiante t,, = 20°C. Le chauffage est réalisé
dans un four & température t,, = 1020°C. On suppose que pendant le chauffage les coefficients
h, 4, a restent constants et sont:

h = 300 W/m? °C, A =30W/m °C, a = 0,03 m?/h.

Calculons la valeur des nombres Bi et K

Bi.—_hizL K:L"_tf_l_=0,8
l th__tfl

A Taide de la Table 2, nous trouvons les valeurs: Fo, = 1,07724, Fo, — Fo, = 0,01341.
En passant 4 un temps réel, nous obtenons: t = Fo(R?/a).
Par conséquent, P’arbre doit rester dans le four 1293 s, puis 16 s dans ’air ambiant.
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Absnagt—me yariation of heating medium temperature, necessary to raise a body at a given temperature
in a minimum time, is determined. The results are given for a plate, a cylinder and a sphere.

Zusammenfassung—Fiir die Erwdrmung eines Korpers auf vorgegebene Temperatur in kiirzester Zeit
wird der Temperaturverlauf der heizenden Umgebung bestimmt Die Ergebnisse werden fiir Platte,
Zylinder und Kugel mitgeteilt.

ArnoTamua—Usmenenne TeMnepaTypH rpeiomeft cpeHl onpexeAeTCA TAK, YTOOH AOCTHYDL
BajlaHHO!l TeMIepaTypH MOMENEHHOrO B CPefy Tela 3a BOBMOMHO KOpOTHOe BpemA. ITpu--
BORATCA TAGIUUK AJIA MIACTUHH, [UIAHAPA X 1Iapa.



